Durée : 4 heures
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EXERCICE 1 4 points

La fonction f est définie sur ]0 ; +ool par:

x2-2x-2-3lnx

flx) =

La représentation graphique de la fonction f est donnée ci-dessous.

1. Soit ¢ la fonction définie sur ]0 ; +ool par:

p(x) =x*-1+3Inx.

a. Calculer ¢(1) etlalimite de ¢ en 0.

b. Etudier les variations de ¢ sur]0; +ool.
En déduire le signe de ¢(x) selon les valeurs de x.

2. a. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
p(x)

x2
En déduire le tableau de variation de f.

b. Montrer que sur ]0; +oo[: f'(x) =

c. Prouver que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur |0; 1].
Déterminer 2 la calculatrice une valeur approchée de a 2 1072 pres.



EXERCICE 2 4 points

Un institut effectue un sondage pour connaitre, dans une population donnée, la proportion de per-
sonnes qui sont favorables a un projet d'aménagement du territoire. Pour cela, on interroge un échan-
tillon aléatoire de personnes de cette population, et I'on pose une question a chaque personne.

Les deux parties sont relatives a cette méme situation, mais peuvent étre traitées de maniere indépen-
dante.

Partie A : Nombre de personnes qui acceptent de répondre au sondage

On admet dans cette partie que la probabilité qu'une personne interrogée accepte de répondre a la
question est égale a 0,6.

1. Linstitut de sondage interroge 700 personnes. On note X la variable aléatoire correspondant
au nombre de personnes interrogées qui acceptent de répondre a la question posée.

a. Quelle estla loi de la variable aléatoire X ? Justifier la réponse.

b. Quelle est la meilleure approximation de P(X > 400) parmi les nombres suivants?

0,92 0,93 0,94 0,95.

2. Combien de personnes l'institut doit-il interroger au minimum pour garantir, avec une pro-
babilité supérieur a 0,9, que le nombre de personnes répondant au sondage soit supérieur ou
égal a 400.

Partie B : Correction due a I'insincérité de certaines réponses

Dans cette partie, on suppose que, parmi les personnes sondées qui ont accepté de répondre a la
question posée, 29 % affirment qu’elles sont favorables au projet.
Linstitut de sondage sait par ailleurs que la question posée pouvant étre génante pour les personnes
interrogées, certaines d’entre elles ne sont pas sinceres et répondent le contraire de leur opinion vé-
ritable. Ainsi, une personne qui se dit favorable peut :
— soit étre en réalité favorable au projet si elle est sincere.
— soit étre en réalité défavorable au projet si elle n’est pas sincere.
Par expérience, l'institut estime a 15 % le taux de réponses non sinceres parmi les personnes ayant
répondu, et admet que ce taux est le méme quelle que soit I'opinion de la personne interrogée.
Le but de cette partie est, a partir de ces données, de déterminer le taux réel de personnes favorables
au projet, a 'aide d'un modele probabiliste. On préléve au hasard la fiche d'une personne ayant ré-
pondu, et on définit :
e Fl'évenement «la personne est en réalité favorable au projet »;
o Fl'événement «la personne est en réalité défavorable au projet »;
o Al'évenement «la personne affirme qu’elle est favorable au projet »;
« Alévénement «la personne affirme qu’elle est défavorable au projet ».
Ainsi, d’apres les données, on a p(A) = 0,29.



1. Eninterprétantles données de I'énoncé, indiquer les valeurs de Pr(A) et P3(A).

/ 4
On pose 5= PP P P
A
2. a. Reproduire sur la copie et compléter o
I'arbre de probabilité ci-contre. \ 4
b. En déduire une égalité vérifiée par x 1-x O F —
\ Z

3. Déterminer, parmi les personnes ayant répondu au sondage, la proportion de celles qui sont
réellement favorables au projet.

Exercice 3 5 points

Pour chacune des cing propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier laréponse
choisie.

Il est attribué un point par réponse exacte correctement justifiée. Une réponse non justifiée n’est
pas prise en compte.

On munit le plan complexe d’un repere orthonormé direct (O U, v )

Proposition 1

Soit 8 un nombre réel dans 'intervalle ]0 ; 7| et zle nombre complexe z =1+ eld,
Pour tout réel 8 dans l'intervalle 10 ; [, z est un nombre réel.

Proposition 2

Soit (E) I'équation (z +5) (z* — 8z +25) = 0 ol1 z appartient a I'ensemble C des nombres complexes.
Les points du plan dont les affixes sont les solutions dans C de I'équation (E) sont sur un méme cercle
de centre O.

Proposition 3

m
3 estun argument du nombre complexe (—v/3 + i)8.

Proposition 4

2n
On note j le nombre complexe de module 1 et d’argument 3

j est une solution de I'équation z? + z+ 1 =0.

Proposition 5

Dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation z —z+ 2 —4i = 0 admet une unique solution.

3



EXERCICE 4 5 points

Un biologiste souhaite étudier I’évolution de la population d’'une espéce animale dans une réserve.
Cette population est estimée a 12 000 individus en 2016. Les contraintes du milieu naturel font que la
population ne peut pas dépasser les 60 000 individus.

Partie A : un premier modéle

Dans une premiere approche, le biologiste estime que la population croit de 5 % par an.
L'évolution annuelle de la population est ainsi modélisée par une suite (v,) ou v, représente le nombre
d’'individus, exprimé en milliers, en 2016 + n. On a donc vy = 12.

1. Déterminer la nature de la suite (v,) et donner I’expression de v, en fonction de n.

2. Ce modele répond-il aux contraintes du milieu naturel ?
Partie B : un second modele

Le biologiste modélise ensuite I’évolution annuelle de la population par une suite (u,) définie par

up = 12 et, pour tout entier naturel 1, u,,; = —E ur +1,1uy,.

1. On considere la fonction g définie sur R par

(x) = 1’1x2+1 1x
&= "505 T

a. Justifier que g est croissante sur [0; 60].

b. Résoudre dans R1’équation g(x) = x.

2. Onremarquera que Up+1 = g (Up).
a. Calculer la valeur arrondie a2 1073 de u;. Interpréter.
b. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 55.
c. Démontrer que la suite (u,,) est croissante.
d. En déduire la convergence de la suite ().

e. Onadmet quelalimite ¢ de la suite (u,,) vérifie g(¢) = £. En déduire sa valeur et l'interpréter
dans le contexte de I'exercice.

3. Le biologiste souhaite déterminer le nombre d’années au bout duquel la population dépassera
les 50 000 individus avec ce second modéele. Il utilise I’algorithme suivant.

Variables n un entier naturel

u un nombre réel

Traitement | n prend la valeur 0

u prend la valeur 12

Tant Que ... e
uprendlavaleur....................ooii
nprendlavaleur..................ooooiil L

Fin Tant Que

Sortie Afficher ... ..o i

Recopier et compléter cet algorithme afin qu’il affiche en sortie le plus petit entier r tel que
u, > 50.



Exercice 5 2 points

Soit k un réel strictement positif. On considere les fonctions fj définies sur R par:

fre(x) =x+ ke™™.

On note €6} la courbe représentative de la fonction fj dans un plan muni d'un repere orthonormé.
On a représenté ci-dessous quelques courbes € pour différentes valeurs de k.

Pour tout réel k strictement positif, la fonction f; admet un minimum sur R. La valeur en laquelle ce
minimum est atteint est I’abscisse du point noté Ay de la courbe €6%. Il semblerait que, pour tout réel
k strictement positif, les points Ay soient alignés.

Est-ce le cas?



