Exercice 1

Partie A :

Corrigé DSn° 1

10 points

1. 0,5pointP(iv2) = (iv2) - (2+iv2) (ivV2) +2 (1 +iV2) (iV2)-2iv2 = —2ivZ+4+2iV2+
2iv/2 -4 -2iy2=0 < iV2 estsolution dans C de I'équation P(z) = 0.

2. a.
b.
Partie B :
1. a.
b.

1,5 points Développons :
(z—iv2)(2* + az+b) = 22 + az* + bz — 2%iV2 - aziv2 - biv2 =22 + (a—iv2) 2* +
(b-aiv'2) z— biv2.

Par identification avec I'’énoncé, on obtient :

a-iv2 = -2-iV2 a = -2 a = -2
b—aiv2 = 2+42ivV2 << b+2ivV2 = 2+2iV2 << b = 2
—-bhiv2 = =2iV2 -b = -2 b = 2

Onadonc P(z) = (z—iv2) (2> -2z +2)

1,5 points En utilisant la factorisation précédente :

z—iv2 =0
Z2-2z+2 = 0

On retrouve la racine iv/2 ; résolution de I'équation du second degré :
22-2z+2=0 <= (z-1)?-142=0 <= (z-1)?’+1=0

z—1 =1 — 17 = 1+i
z-1 = -i z = 1-i

P(2)=0 < (2-iv2)(z*-22+2) < {

(z—1)2:—1 — (z—1)2:i2 — {

Les solutions sont donc:iv2, 1+i, 1-i.

1 point|zal=V12+12=+/2

1 2 2
cosf =— = £ etsinf = £ donc arg(z,) = z
N 2 4
in
Onadonc zy = Vv2e 4
3t V2 V2

: 3ix 3m .. .
0,5 pointzg =€+ =Cc0S— +isSin— = —— +i—
4 4 2 2

2. 0,5 point Figure



3. 1,5 points K est le milieu du segment [JL] ce qui se traduit en coordonnées par :

1 V2 1
Xk = —(x]+xL) — = —(0+x) XL = _\/z
T =1 1 ={% ]
yK = E(yl-i_yL) 7 = E(\/z+yL) yL

Conclusion : z; = —v/2.
4. 1,5pointsOnalzal>=12+12=2
|2> =12+ (-1)* =2
2
|al* = (v2) =2
2
lzLl? = (-v2)" =2,
On a donc OA = OB = OJ = OL = v/2 : les points A, B, J et L appartiennent 2 un méme
cercle de centre O et le rayon v/2.
V2 V2

5. 1,5 points z —eliz = [—= +it=
p C L (2 >

ZAa+Zc

(-v2) = -1 -1i. On a successivement :

ZB+ Zp
2
AB=BC =CD =AD= 2, donc ABCD est un losange; AC = BD = 2v/2 donc ABCD est un

carré .

=0 donc O est milieu de [BD] et [AC], donc ABCD est un parallélogramme;

EXERCICE 2 10 points

1. a. I,5points f est dérivable sur |0 ; +oo[ et sur cet intervalle :

1 7 1
f'(x)=§(1—;):ﬁ(x2—7) qui est du signe de x> —7.
Donc f'(x) =0 < x*-7=0 < (x-V7)(x+V7)=0 < x=V7 ou x=
V7

2



. 1 7 1(7 1
. 1,5pomtsun+1—un:5 Upn+—|—-up=—|—-u, :5

1 7
. Ipointl=—|0+—
poin 2( 7

Ily a donc une solution dans I'intervalle ]0 ; +oo[ : V7.
Le trindme x? — 7 est positif sauf entre ses racines donc ici sur |0 ; V7|.

Conclusion : f est décroissante sur |0 ; v/7[ puis croissante sur |7 ; +oo[; donc

f(V/7) estle minimum de f sur10; +ool. f (V7) = %(\/7+ i) = %(\/7+ V7) =

V7
V7.

. I pointInitialisation : Vrai pour n = 0 Supposons que 1, = v/7 pour un n donné .

Alors, par ce qui précéde, f(uy,) =7 donc u,1 = V7

2
7—un)
u, )

2

1
Comme§>0, un>0etqueu,,}x/?su%}?:un—720:>7—u,21<0,0nen

conclut que

Up+1 — Un <0

. 0,5 point Donc la suite (u,) est décroissante.

7 7
<:>2€:£+z (:»[zz — (?=7 < ¢ =7 (puisque

la limite est positive).

1 7 1 7 1(u2+7-2u,V7
3. 1,5p0intsun+1—\/_:— Uy +— —\/_:_(un+__2\/7):_ n n —
2
Up—7
M. (identité remarquable)
Up

4.

N |~

a. 1,5 points Initialisation: ug—v7=3-v7=0,35etdy =1.

On a bien uy — V7 < dj.
Hérédité :
Remarque préliminaire : on a démontré que u, > v/7, donc u, > 1 ou encore

1
— <1 (2.
Un

Supposons qu’il existe un naturel 7 tel que u, — V7 < d,.
On a démontré a la question 3 que :

2
1(u,—vV7
Upi1—VT = EM Donc comme u,— V7 < dy = (un — \/7)2 < d?, Iégalité
Up
du 3 donne:

1 1 1
Uns1— V7 < Ed,zl X — < zd,zl d’apres I'inégalité (2) ci-dessus.
Up

1
Finalement ;1 — V7 < zd,% = Uy — V7 <dpi1.
L’hérédité est établie.

Pour tout entier naturel n,

un_ﬁg dn.




b. 1,5 points Lalgorithme indique que pour que d,, < 1079 il faut que n > 5.

On adonc ds < 107°.
Comme us — /7 < us c’est-a-dire us — /7 < 107, on en déduit que us est une

valeur approchée par excés de v/7 2 1079 pres.




