Corrigé exercices supplémentaires sur les complexes

Exercice 1l

1) Onposez=x+iy
Initialisation : vrai aurang 1 car 7' = z
Hérédité : supposons z" = x, +iy. au rang n avec x, et y, entiers
Alors 2" = 22" = (x +iy)(x, +1y,) = (%, - y¥,) +i(xy, + yX,)
Puisgue x, Xn, Y €t Y, sont des entiers alors xx, - yy, €t xy, + yx, sont auss des
entiers
Donc z" = x, +iy, pour tout n avec X, et y, entiers

2) Soitz=x+iyaors|42=x2+y? . On peut donc considérer A = |72

Alors A" = Qzlz)” =|z"2=x 2+y,2 d'ollapropriéé

Exercice 2

ZSiI‘IZEZZ- zsina+%=0

D=sin?a- 4sn22 = 4sin28cos22 - 4sin22 :4sin298%052§- 19=-4gn*2
2 2 2 2 2é 2 g 2

Premier cas

sin“%:Osi %:kp Cest-adires a=2kp . Danscecas, D=0 et |’équation aune seule

2cosgsinE cosE
solution z = smaa: 2 a2: 2a
49n2— 49n2— 29n—

2 2 2

Deuxieme cas
Si at 2kp, aors D<0 et doncil y adeux solutions complexes conjuguées

.a

: . ..a .a__a, .. ,a a,.. a
sna+2isn?—- 29n—-cos—*2idn?— cos—ztisn— i
2 2 2 2 2 2

e
zZ= = = =
4sinZE 4sin29 23in9 23inE
2 2 2 2
Exercice3
1) zn+1:1+:/§zn.0nazo=8
Alors 2122(1+i\/§)
I 2
Et 2, :@:-1“\/5
D’ou Z, = (I\/§+1XI\/§- 1):j:_ 1
4 4
2) Calculons 2™ % =~ 31%'\/‘3’ = (-3+1V3)1- iV3) =i+/3 donc arggLZ”%:B
Zhi 1+|\/§ 4 2 @ 2

.
et (OM wo MM M) :% donc OM;M.1 est un triangle rectangle en My 1.
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Exercice 4
1) u' =€ =1

2) Onnote S=u+u2+u* et T=u’+u’+u
2ip 4ip 8ip. IB% 12po B% L_ i(?:%p 6p 9§ ip _10ip _6ip

S=zu+uz+u'=ze’ +e’ +e’ =et o+l To4el Tozg 7 tg 7 4 7

12p| 10|p 6ip _

=e’ +e7 +e7 =+ =T

&#po, . apo__ a&P0 ae‘lpg_snéa@pd

Im(S) = sng +sng +sng———sng——+sng

/g g elg elg g elg
:sin2—p+sin£- sinz—pcosﬁ- sinﬂcosﬁzsn & é’i cos4p C)+sm4p é’i COS—- G 0
7 7 7 7 g 79

Or1-cosX3O0 et 27p£p donc sin27p3 0 , deméme sin%3 0 etdoncIm(S) >0

6
o)
3) 51uk:§El O petS+T=Hu-1=-1
k=0 1-u gy k=0
ST =u*+u®+1+u’+1+u+1+u®+u’® en utilisant la questionl
ST=S+T+3=2
Set T sont donc solutionsde I’ équation: x2+x +2=0
D=-
S:-1+|\/7 o T -1- |\/_
2 2
Exercice5
1) z= Z(_Z'll) donc z, =0

2) M estsurlecerclest OM =1 cequi équivaut a: | =1 . Ceci est également équivalent
azz=1.0n obtlent anrsI équivaence entre M sur le cercle et

z(z 1) 7z- 7 _1- z_ . .
z-1 z-1 z-1

z(z-1)__ . : . Lo s

———= =z éguivaut aux lignes suivantes sachant que z non égal a 1

3) z=

7-7- 727+

zz E zz Z:O
z-1

g:o

z-1

z=7 Cest-a&direz est réel
Les points invariants par f sont donc les points situés sur I’ axe des abscisses privé de

‘Z“ : |Z" ]ﬁ:|z| pour z non égal al
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5) Z+1 _ z2(z-)+z-1, 1 _  zz-1  _ |22- 1
z-1 z-1 z-1 zz- (z+2)+1 |Z2- 2Re(2) +1

6) argz—{}[g: kp puisque le nombre est réel donc (W;W‘): kp donc les droites
éz- 1g

(AM) et (BM") sont parallelessi M n’est pas sur C (car sinon M’ = B)

7) z-z:z(z-%)-zz+z, 1 _ z-2 _ 2Im(z) i est imaginaire
z-1 z-1 z-1 |Z?- 2Re(2)+1 |7?- 2Re(2) +1

pur donc argg%gzi%+2kp et (m;MM'):i%+2kp . Lesdroites (AM) et
ez-1lg

(MM) sont perpendiculairessi M n’est pas sur |’ axe desréels car sinon M = M’
8) S Mestsurlecercle M' =B
S M est sur |'axe des abscisses, M’ = M
Sinon : on trace la paraléle a (AM) passant par B et la perpendiculaire a (AM) passant

par M. Leur point d'intersection est M’



