Démonstration du théoréme des gendarmes

Théoréme

Soient trois suites (u, ) , (v,) et (w,) . On suppose que u, £v, £w, pour tout n et que (u,) et

n

(w, ) sont convergentes et ont laméme limite L .
Alorslasuite (v,) converge et apour limiteL .

Démonstration

Le principe

On montre que les trois suites appartiennent a un intervalle ouvert contenant L

Pour retenir |a démonstration

On travaille a partir d'un certain rang mais ce rang est différent pour les trois suites : ne pas
I’oublier .

Lesprérequis
Ladéfinition d’ une suite convergente vers un reel L

La démonstration
Soient trois suites (u, ) , (v,) et (w,) . On suppose que u, £v, £w, pour tout n et que (u,) et

n

(w,) sont convergentes et ont laméme limite L .

@& Définition d’ une suite convergente
On sait qu’ une suite converge vers L si a partir d’ un certain rang ses termes appartiennent a
n’importe quel intervalle ouvert contenant L .
Un intervalle ouvert contenant L peut s écrire souslaforme] L —a; L +a[ avec aréd
quelconque .

& Traduction de (un) et (W,) convergent versL
Soit aun réel quelconque:
(u,) converge vers L doncil existe un entier ptel quepour n>p, u 1]L- &L +4[

(w.) converge vers L donc il existe un entier mtel quepourn>m, w1 |L- a;L+a]
Sin>paorsu T1]L- ajL+a] eesin>maorsw 1 |L- a;L+a]
Doncsi nestplusgrand quemet p,onaalafoisu TJL- a;L+a et w1 JL- a;L+a[ .

2: On montre que (v,) est dans le méme intervalle a partir d’un certain rang
On pose donc g = max(p ;m) .

jul JL-aL+a i L- a<u,
Alorssin>q, {w,1 JL-aL+a] ona | w,<L+a et donc
1w £v, Ew, lL-a<u,£v,Ew,<L+a

v.i]L-aL+a]
Donc il existe un entier g tel que pour n>g, v, 1 ]L- a L+a[
Et par définition on adonc (v,) converge et a pour limite L .

Il'y aauss |e théoréme des gendarmes pour les fonctions qui se démontre sur le méme
principe:




Démonstration du théoréme des gendarmes

Théoréme

Soient trois fonctionsf , g et h définies sur un intervalle | . On suppose que pour tout x de |
f(X) £ g(x) £ h(x) et Ii(gn f(x) = Ii(gn h(x)=L .

Alors Ii(rgn g(x)=L.

Le «a» peut étre fini ou infini

La démonstration

On démontre ce théoreme dansle casou a= +¥

Soient trois fonctionsf , g et h définies sur un intervalle | . On suppose que pour tout x de |
f(X) £ g(X) £ h(x) et xléql f(x) = xlérﬂé h(x) =L .

@& Définition d’une limite de fonction
On sait qu’'une fonction f apour limite L en +¥ s pour un X assez grand , f(X) appartient a
n’importe quel intervalle ouvert contenant L .
Un intervalle ouvert contenant L peut s écrire souslaforme] L —b; L + b [ avec b réel
quelconque .
@ Traduction def et h ont pour limite L
Soit b un réel quelconque :
lim f(x)=L doncil existeun réel A tel quepourx>A, f(x)1 ]L- b; L +b[

X® +¥

lim h(x) = L donc il existe un réel B tel que pour x > B , aors h(x)1 ]L- b; L+b[

X® +¥

Six>A aors f(x)T |L- b;L+b[ etsix>B aors h(x)T |L- b;L+b]

Doncsi X estplusgrand que A et B, onaalafois f(x)T |L- bjL+b[ et

h(x)T |L- b;L+b]

@& On montre que g(x) est dans le méme intervalle pour x assez grand

On pose donc C = max(A ;B) .
1FO)T JL- byL+b] i L-b<f(x)

Alorssi x> C, t h(x)1 JL-b;L+b[ ona { h(x)<L+b et
L£(x) £ 9(x) £ h(x) [L-b<f(EYXERX) <L+D

donc g(x)1 JL- b;L+b]

Donc il existeun réel C tel que pour x> C, g(x)1 ]L- b;L+b[

Et par définition on adonc XIJJIL g(x)=L




