Démonstration de In et exp réciproques

Propriété

Soient x et y desréelstelsquex > 0. Alors € =x et Ine’ =y

Démonstration

Le principe
On utilise le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires .

Pour retenir cette démonstration
Bien apprendre la définition de la fonction In x

Lesprérequis
La définition de lafonction In x
LeCTVI

Les variations de la fonction exponentielle

La démonstration
& Commencons par rappeler la définition de la fonction In x

On sait que lafonction € est strictement croissante de R dans [0;+¥

De plus ¢’ est une fonction dérivable donc continue .

Par e corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires , pour tout y de [0;+¥] , il existeun
uniguex deRtel que e =y .

On définit la fonction logarithme népérien par Iny = x

& Montrons maintenant la deuxiéme formule
Par ce qu’on vient derappeler , Iny = x correspond a Ine* = x puisque €* =y .

@& Montrons maintenant la premiére formule
Puisque € =y etIny = x avec y dans [0;+¥[ ,ona€é” =y avecy>0.

Propriété

Les courbes de lafonction In x et de lafonction € sont symétriques par rapport ala premiéere
bissectrice ( c'est-a-dire ladroite d’ équationy = X )

Démonstration

Le principe

On prend un point sur la premiére courbe et on montre que son image par la symétrie d' axe la
premiére bissectrice est un point situé sur la deuxieme courbe

Pour retenir cette démonstration
Bien retenir le prologue ; se souvenir de la définition d’ une courbe .

Lesprérequis
Lesfonctions € et In x sont réciproques ( la propriété précédente)
Ladéfinition d’une symétrie axiale




Démonstration de In et exp réciproques

La démonstration

¥ Prologue:
On vamontrer que |I’'image de M(x ;y) par lasymétrie d' axe la premiére bissectrice est
M’ (y ;x)
Dans certaines variantes, ce prologue est un pré requis et on n’a donc pas besoin de le

démontrer
rF 3

M Soit D la premiére bissectrice .
Soit M(x ;y) un point du plan et soit M’ (X" ;y’)
son image par lasymétried axe D .
Par la définition de la symétrie , on sait que D
est lamédiatrice de [MM’]
On note | lemilieu de [MM’] .
Alors: | est sur D et D est perpendiculaire &
(MM’)

k4

@ Onutilise| est sur D
| estsur Ddonc: x, =,

Mais| est le milieu de [MM°] donc x =X+TX ey, :WTV

X¥Xx :_y+2-y etdonc:x+x =y+y

Onadonc: X —y =y—X.

@ On utilise D perpendiculaire a (MM')
D est perpendiculaire a (MM’)
Or D apour équation y = x qu’ on peut aussi écrire x —y =0 . Son vecteur directeur est donc

u(Ly)

Et MM(X- X, Y- )

Or G~ MM" donc GXMM" =0 ce qui donne : 1(x- X) +1(y"- y) =0
D'ou:X —x+y —-y=0

Onadonc:

@ On reprend ces deux éguations et on déterminex ety

D'ou:

X-y'=y- . . :
Y=y on additionne les deux lignes et ensuite on les soustrait ; on obtient :
PXty'=x+y
i 2x'=2 : 1 X'=
P sit Y
- 2y=-2x 1y=y

Donc I'image de M(x ;y) par lasymétried axe D est M’ (y ;X)



Démonstration de In et exp réciproques

¥ Démontrons maintenant la propriété
F s

v

On appelle C la courbe de lafonction €* et on appelle C' la courbe de lafonction In x .

Soit M un point de C
Alors M(x ; €) rappel : M est sur la courbe de la fonction f si et seulement si M(X ;f(X))

Soit D la premiére bissectrice
Alors par le prologue, le point M’ image de M par lasymétried axe D est tel que M’ (€* ; x)
Or par lapropriété du début , In € =x doncM’(€* ;Ine* ) et M’ estsur C .



