Dérivabhilité desfonctions

Définition de la dérivabilité

Les fonctions usuelles sont dérivables sur leur ensemble de définition ouvert.

Exemple

Montrer quef(x) = (x2 + 3x) /x +8 est dérivablesur |- +¥] .

Lafonction f est le produit d’un polynéme (x2 + 3x) dérivable sur R et d’ une racine continue
sur |- 8+¥[ donc elle est dérivable sur |- 8+¥] .

Attention : vous remarquerez la différence entre I’ exemple de la continuité et celui-ci :
I"intervalle d’ étude est totalement ouvert !

Laencore, il n'y aqu’une chose afaire: connaitre laformule et | utiliser

Une fonction est dérivable en asi et seulement s IimM est un nombre fini

X® a X-a

Exemple
Montrer que lafonction f(x) = x2y/x est dérivable en 0

F(x)- f(0)

X -

=  On commence par calculer puison éudie salimiteen O:

_ 2
f(x) f(o):X\&:x xetlig?)x\&=0
X X

x-0
» Ensuite on regarde si lalimite trouvée est un nombre fini : 0 est bien un nombre fini.
= Onconclut : f est dérivableenOetf’(0) =0

Dérivabilité et conséguence graphigue

Lorsgu’ une fonction est dérivable en a, f ' () est le coefficient directeur de latangente ala
courbe de f au point d’ abscisse a. En particulier, s f '(a) = 0, latangente est horizontale.

f09- f(a) _y

Lorsqu’ une fonction n’est pas dérivable en a et que li im la courbe de f
x®a  X- @
admet au point d’ abscisse a une tangente verticale .
4 Visualisons pourquoi latangente est verticale dans ce cas

On sait que le coefficient directeur correspond al’ angle entre I’ axe des
abscisses et ladroite .

Sur le graphique suivant , on atracé des droites de coefficient directeur de
plus en plus grand , on s apercoit que ces droites s approchent de la
verticale , donc un coefficient directeur infini conduit a une droite
verticale.

Ladroite rose a pour coefficient : 0,5

Ladroiterouge: 1

Ladroite bleue:1,5

Ladroiteverte: 3
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Exemple 1

Soit f(X) = v/x2+1 . Etudier la dérivabilité def en 0

F(x)- £(0)_vee+1-1_[oer1-1fe+1+1) x2  _ x
x-0 X - X(\/X2+l+l) _x(\/x2+1+1)_\/x2+1+1

lima/x2+1+1=2 donc Iim;:o

x® 0 x®0,lx2+1+1
Lafonction f est donc dérivableen O et f '(0) =0
Donc la courbe de f admet au point d’ abscisse 0 une tangente horizontale

Exemple 2
Soit f(X) = Vx+1 . Etudier ladérivabilitédef en—1

PO)-TCD _Vx*1_ 1 o fimJx+1=0" donc fim -0 TCD _ 4y
x+1 X+1 Jx+1 @1 e-r X-(-1)

Lafonction f n'est pas dérivableen — 1

La courbe de f admet une tangente verticale au point d abscisse—1 .

Exemple 3
Soit f(x) = |x- Jj . Etudier ladérivabilité en 1

F00- 1@ -1 o o q fO-F@O -1 o

x-1 x-1 x-1 x-1
Donc lim —————~~ 19~ f(l) -let lim f(x) f(l)
X® 1 X-1 x® 1* X-

Lafonction f n'est pas dérivable en 1 car les limites & gauche et a droite sont différentes
La courbe admet deux demi-tangentes .

Exercices
Exercicel

1) Soit lafonction f définie par f(x) = xsiné%g g x1!0etf(0)=0.Etudier la
exg

dérivabilitéedefenO.

2) Soit lafonction f(x) = [ . Etudier la dérivabilité def en 0

3) Soit lafonction f définie par f(x) =x2sx 3 Oetf(x) =x—1 s x<0.Etudier la
dérivabilitedefen O.

4) Soit lafonction f définie par f(x) = x2si x 3 0 et f(X) =x s x < 0. Etudier la
dérivabilite defenO .

5) Soit lafonction f définie par f(x) =x2si x 3 Oetf(x) =-x2d x<0. Etudier la
dérivabilitéedefenO.
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Exercice 2
Dire si les phrases suivantes sont vraies ou fausses :

1) Lafonction f définie par f(x) = X2—+11 est continueen 1
X

2 4 .
X+l est continueen 1

2) Lafonction f définie par f(x) =

3) lim X->_4
0+ 5x-4 5
& lim Xty

X® +¥  ¥2

5 S Iir¥nu:+¥ etu<vaors Iir¥nv:+¥

6) S Iir¥nu:+¥ etv<uaors Iir¥nv:+¥

7) Lafonction g(x) = Cgixl n'apasdelimiteen +¥
X
8) lim 2% =
x®0 X241

2
9) Lacourbe delafonction f(x) = 2);—+11 admet trois asymptotes

2.
10) La courbe de lafonction f(x) = 2XT+11 admet trois asymptotes
X

11) La dérivée de cos(x?) est — 2 x sin(x?)
12) Ladérivée de cos? x est — 2 X Sin(x?)
13) Ladérivée de est !
v2x+4  [(2x+ 4
14) Ladérivéedetan x est tam2 x — 1

15) lim X" 1_ g

X® 0 X

16) Ladérivée secondede (x2-4) (2x—-3)est6(2x—1)

17) Latangente au point d’ abscisse 1 & la courbe de lafonction f(x) = x° + x + 1 a pour
équationy =4x —1

18) Lafonction f(x) = xv/x- 1 est dérivable sur [1;+¥|




