Corrigé exercices fonction exponentielle

Exercicel
= 2
1) f(x)= (x+l)e doncf’(x) = e €’i+ 1,104 w0>0wr]0+¥[ La
X g e X g
fonction f est donc croissante sur]O, +¥[ :

Etudions maintenant les limites de f aux bornes de son domaine de définition
1

I|m-£—-¥ et lim e" =0donc IlmeX—Odou Ilmf(x) 0
x®0 ¥ u® - ¥

Par calcul direct : I(!Drr!é f(X)=+¥

2) g(x)=1- A+x)e* doncg (x) = € *(- 1+1+x)=xe * >0 sur [0;+¥] .
3) Par laquestion précédente, g est croissante sur [O;+¥[ et g(0) = 0doncg(x) 3 O sur
[O;+¥[
2
Maintenant, étudions les variations de h(x) = g(x) - XE :
Ona:h'(x)= xe*- x= x(e‘X - 1)
h'(x) estdusignede e - 1 sur [O;+¥[ .Or x30donce*E£ldonch(x) £0 etla

2
fonction h est décroissante sur [O;+¥[ .h(0) =0donch(x) £0 et g(x) £ XE

1 1A
2 o)
4) Caculons x- f(X)=x- (x+1e * = §1 é’i+1c-lex——xgg__ Or d'aprés|la
€ Xg g €eXg

question précédente, ona: O£ gge—l—£ o dou O£ xgge—19£ — . Donc

exg 2x2 exg 2Xx
O£ x- f(x)£2i . Par e théoreme des gendarmes, I(ijrr!é x- f(x) =0 donc ladroite
X x® £
d équation y = x est asymptote ala courbe def .
Deplus, x£ f(x) donc |’asymptote est en dessous de la courbe de f
5 Ona:T:y=f'(@(x-a)+f(a

D'ou: y= eaSMTa@( a)+(a+le
é

mha

l .

A m Jdtata? —g@2+a-1- a- a2
prés simplification: y = eag_o +ea 0
e a g & a 7

o[

ld+atazy e
Doncy = e ?¢ 5
e a [} a

a

Intersection avec I’axe des abscisses:y=0dou: x= ———
l+a+a?
Exercice 2
1) D passepar J0;1) et K(-1;0) .
Soity =ax + blI’équationde D alors: 1=bet0O=-a+bdou:a=1
D:y=x+1
Par définition de |’ asymptote obliqgue: m=1etp=1
2) Jest centre de symétrie de la courbe donc f(x + 0) + f(-x + 0) = 2 donc f(x) + f(-x) = 2
Onadonc: x +1+g(x)—x+1+g(-x) =2 soit g(-x) =- g(x) et g impaire
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3)

4)

5)

Dérivons f(x) + f(-x) =2

Ona:f’'(x)—f’(-x)=0dou:f’(x)=f’(-x) et f est une fonction paire
Siona:g(x) = (ax+b)e ™ aorsf(x) =x+ 1+ (ax+b)e ™ .

Or Jest surlacourbedonc1=1+bdoncb=0

Deplus, le coefficient de latangenteenOest 1—edoncf’(0) =1-e.
Onaf’(x) = 1+e*(a- 2ax?- 2bx) doncf’(0)=1+adonca=-e.
Doncf(x)=x+1 - exe * =x+1- xe"*

Par la question précédente : f’(x) = 1+ e (- e+ 2ex?) =1+ €" ¥ (2x2- 1) et
f’(0) =1—e. Etudionslesignede f(x)- (1- &x-1=-xe"“ +ex=ex(1- € )
Or x23 0 et puisgue lafonction exponentielle est strictement croissante, € ** £1 donc
ex(1- €) et dusignedex .

La courbe est donc sous latangentesi x < 0 et au dessussi x >0

Calculons

f(x)=¢e" X2(4x- 4x° +2x): 2xe" ¥ (3- 2x2) = 2x€" ¥ (/3 - V/2X)(/3 +/2x)

On adonc le tableau de variations def * :

X - ¥ 3 0 3 + ¥
\2 2
f'(x) + 0 - 0 + 0 -
He / \ / 22 \
l-e
Lafonction f’ est continue et strictement croissante sur [0 ;1] et O est dans I’ intervalle
[1-e;2,2] donc par le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires , il existe un
uniqueadans[0 ;1] tel quef’'(a) =0
Etontrouve: 0,51 <a<0,52.
6) Onaf’(a)=0donc 1+e"*(2a2- 1)=0d'ou: e * = : 12a2
Onadonc: f(a) =
- 293%_ 992 - 293 _ 9252
a+l- ad ® =a+l- a _atl-2a’-2a*-a_-2a-2a*+l
1- 2a? 1- 2a2 1- 2a2
Exercice3
1) Onaavec(R1):f2=1+g2>0doncf nonnulle
2) Onag¥0)=1-f%0)=0doncg(0)=0

3)

4)

Dérivons(R1) : 2f 'f —2g'g=0. Deplus, par (R2) ,g =f d'ou puisquef * O ona:
f'—g=0doncf’(x)=09(x)

uO)=21etv(0)=1.

u=f’ +g’ :g+f:u

v=f-g=g-f=-v

Puisque U’ = u et u(0) = 1 alors par définition de lafonction exponentielle u(x) = €
L’équation v’ = v apour solution : v(x) = ke™ et puisque v(0) = 1 ona: v(x) = €*

X X X

+e u-v e -¢e
eeg=—— donc g(x) =
S &= — 9() ="

X

Onaf = ”—;V donc f(x) =
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- ~_ -

Exercice4
2x+1 2x+1 2x+1
. -e . - e, . - € _ (2x+1) /Ay —
lim 5 =lim =5 7 or lim =@} =2e &
H e‘?’x_ l_ 3X | —
lim = = (e} =3
2x+1
Donc lim <. e_2e
@0 g*-1 3
Exercice 5
1) f(x)=€e"™ donc f '(x)=-2xne ™
X - ¥ 0 +¥
fn 1
0 0
2 2 - 1
2) f"(xX)=e™(- 2n+4n2x2)=2ne ™ (2nx2- 1) =0 équivaut a X =+—
) ()= ) ( )=0 &g T
Aqae ! 'e'%g o B o 1 'e'%g  ces deux points appartiennent & la droite
& 55 V' G
1
d équation y =e 2 pour tout n.
3) Donnons les équations respectives des tangentes en A, et B,
n e 106, -5 . - 2
EnAh:y=- F—e 2CX- —F+e 2 soity = - 4/2ne 2x+ 2e 2
N - SN T Y
1 1
EnB,:y = +/2ne 2x+2e 2
N . _ & _ -0 .
Le point d'intersection de ces deux droites est I§0;2e 2= qui ne dépend pasden
a
Donc les tangentes passent toutes par un point fixe | qui ne dépend pasden .
Exercice 6
P(x)=x""-2x"+1
Calculons P,'(x) = (N+1)x" - 2nx™! = x™((n+1)x- 2n)
Nous allons devoir étudier deux cas selon la parité de n
Soit n entier pair
Alorsn+1 et n—1 sont impairs et donc :
X - ¥ 0 1 2n +¥
n+1
P + 0 - 0 +
P
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Deplus,n 3 1donc2n 3 n+ 1etonpeut placer 1 dans le tableau de variation

Or P(1) = 0 donc P Eeﬂ Oco

lg
I(!Drr!é P(X)=+¥ et P(2) =1
P est un polyndme donc continu , strictement croissant sur

eae2no

é 2n

&n+

12 , 0 est dans

ePg 1 P(2)u donc par le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires , il existe un
2

unique réel atel que P(a) = 0 dans g 2n 'ZE

S nest impair

Alorsn +1 et n— 1 sont pairs donc x™* > 0 pour tout x .
lim P,(X) = +¥

X® +¥

X - ¥ 2n

+¥

P

n+1

Lafin du raisonnement est identique au cas précédent




