Corrigé fonctions trigonométriques

Exercicel
1) f'(x)=1+ta?x—1=tan?x > 0donc lafonction f est croissante .De plus, f(0) =0
donc lafonction f est positive: tanx- x3 0
2) g(x)=1+tan?x- 1- x2=(tanx- x)(tanx+x) 3 O par 1) donc lafonction g est
3
croissante et g(0) = 0 donc tanx- x- %3 0

3) h'(X) = 1+tan2x- ﬁz?anxh/\/i- 1E§anx- JV2- 1% qui est du signe de
tanx- tana . Or lafonction tan est croissante donc tanx>tana s x> a Donc la

fonction h est décroissante sur ]O a] et h est croissante sur 8a gg

X 0 a

N[O

h(x) 0 +Y

. @ /

Par |e tableau de variations, on remarque que h(a) < 0

On sait que h est continue et strictement croissante sur 8a et 0 est dans ]h(a) +¥[ donc

par le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique b dans ga

NI'O
cmmcn

queh(b) =0
Onendéduit: h(x) <0s x<beth(x)>0s x>b
4) K(x)=tax+1-1-2x2= (tanx- \/ExXtanxh/Ex) et par la question précédente,
on ale tableau de variations suivant :

X 0 b P
2
K'(x) - 0 +
k(x) 0 +¥
Par le méme raisonnement que dans la question 3) on trouve ¢ unique dans Eb %gtel que
k(c)=0
Onendéduitdoncquek(x) <0sx<cetk(x)>0s x>c
3 N
o p ée.pu
5 k 3 0,08<0 donc = <c.Doncsur 0;— k(x) <Oeten
) =V3- 5 81 8L 3 g g H¥

uﬂlmnt Iaquestlon 2) on obtient I’ encadrement demandé
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Exercice 2

1)

2)

sn®x . . 1P i
f(X)=—— existes 1+9nx?! 0 doncDf =R\ |- —+2
P 1= T2key
. 3 . 3
F(x+2p) = SN (X*F2D) _ SNTX ¢y done f est une fonction
(1+sn(x+2p))2  (1+sinx)?
2p -périodique
sn®(p - x) sn®x
f(p-x)= =
P = anp - g~ @rsnxe

Soit le point M (p - x; f(x)) et le point M’ (x ; f(x)). On vamontrer que M et M’ sont

symétriques par rapport aladroite d d’ équation x = p

Soit | le milieu de [MM’] dors| 8%; i (x)?appartient bien ad
e (%]

Un vecteur normal ded est u(,0) et MM'(2x- p;0) : ces deux vecteurs sont
colinéaires donc d est la médiatrice de [MM’]

La courbe de f admet donc pour axe de symétrie la droite d’ équation x =

p.3peé.
H228

courbe admet la droite d’ égquation x = % donc on peut restreindre encore I’intervalle a

NI'O

Puisque f est périodique de période 2p on peut travailler sur deplusla

E %%g on dessinera la courbe par symétrie puis en reportant le motif
3 ()= 3sin2xcosx(1+sinx)2- 2cosx(1+sinx)sin®x _ sin2xcosx(3+3sinx- 2sinx)
(L+snx)* (L+snx)®
2 + y
f'(x)= SN®XCosx(3+Snx) 0 sur & p. B? donc lafonction f est croissante sur
(L+snx)? H 2’28
up.peée
H 228
Calculons maintenant les limites de f aux bornes de cet intervalle:
lim (1+sinx)2=0" et lim sin x=-1donc lim f(x)=-¥
X®-B X® - p X®.B
2 2 2
Delamémefagon: lim f(x)=+¥
x®%
X b P
2 2
f(x) + ¥
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Exercice 3
SiN XCOSX
Fx) = (1+ cosx)’
1) Df =R\ {(2k+1)p}
f est 2p - périodique donc on peut travailler sur ] p;p[
f (-x) = - f(x) donc lafonction est impaire et sa courbe est symétrique par rapport a
I’ origine du repéere on peut donc travailler sur ]O;p[
(cos2x- sin2x)(1+ cosx)2- 2(1+cosx)(- sin x)sin Xcosx

2) f'(x)=
) T (1+cosx)*
F1(x) = (cos?x - sin2x)(1+cosx) +2sin2xcosx _ (1+€osx)(Cos?X - sn2x +2sin2x) - 2sin?x
(1+ cosx)® (1+ cosx)®
£(x) = (1+cosx)- 2sin2x _ (1+cosx) - 2(1- cos?X) _ (1+cosx)(1- 2(1- cosx))
(1+ cosx)® (L+ cosx)® (L+ cosx)®
g COSX - 1 9
f'(x)= 2c0osx-1 _ +.0r cosx-—3 0s x£2 et 1+cosx>0doncla
(1+ cosx)® 1+ cosx) +
: ;
fonction f est croissante sur Eb%g et décroissante sur EB §

3) "Qé f(X) =0 par calcul direct

Zsinicoszcosx Zsinicosx
f()=NXCOSX _ 2 2 - 2 cor lim 4cos3§:O+ et

(1+ cosx)’ 4cos" g 4o g x®p°

lim 2sinXcosx =-2 donc lim f(x)=-¥
x®p-~ 2 X®p-~
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= J3

apo_ 4 _V3

Deplus fct==—2F="—

P €35 9 9
4

4) Onaf(x) =09 et seulement s : sinx cos x = 0 donc pour x =0 ou % . Lespoints A

(0;0etB (% ; 0) sont les points d’ intersection entre la courbe et |’ axe des abscisses.

y

&

3

5)

Exercice4
1) Onav’'(x) =u'(x) —2x donc
(x+2v' () +V(X) = (x+D)(U-2x) +u- (x2- 1) = (x+1)u+u- 3x2- 2x+1=0 car u
vérifie (E1)
2) W(X)=v+(x+2v'=0 car v vérifie (E2) donc w(x) = k avec k réel

3) Onaalors: v(x) = %1 etu(x)zv(x)+x2-1=L+x2- 1
X

x+1
Exercice5
1) Lafonction f est strictement croissante et continue sur E %%g , e I'intervalle image
de E %%g est R donc par le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, pour
tout réel y il existe un unique réel x de E %;%gtel guetanx =y

2) tan0=0doncarctan0=0; tanpzzl doncarctanlz% ; tan%:\@ donc

arctan+/3 = %

3) S M et M’ sont symétriques par rapport aladroite d’ équationy = x et st M(x ; y)
alorsM’ (y ; X). Montrons déja cette propriété
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M(x,y) et M’ (x’, y’) aors W‘(x‘- X;y'- y) orthogonal a G(],'l) vecteur directeur de
I’axe de symétriedonc X’ —x +y’ —y =0cest-adire: X' +y =x+vy (*)
Depluslemilieude[MM’] est sur 'axedonc: x + X' =y +y soit X' -y’ =y —Xx (**)
En additionnant (*) et (**) on obtient : X’ =y et doncy’ =X

Utilisons cette propriété ; Soit M(X, tan x) alors son symétrique par rapport a la droite
d équationy = x est M’ (tan x, X) mais on avu que x = arctan tan x donc
M’ (X, arctan X)

Exercice 6

Pour savoir quand le triangle ABC a une aire maximale, il faut étudier la fonction représentant
cette aire.

Onsatque(AB):y=ax+b

Cherchons les coordonnéesde A et B : x2-ax —b =0.

- Ja2 - Ja2 0
o supposonsa&+4b>0 aors A? Ja +4b;(a Ja +4b)2i9t
2 4 &

o a2 Jaz+ b [a+ar+ 2
- v
Soit C(x ; x3)
Cherchons le projeté orthogonal de C sur (AB) : C'(x’ ; y') aors: (CC') est perpendiculaire a
(AB) et leurs vecteurs sont donc orthogonaux : CC'xAB =0 donc
Jaz+4b(x- x) +avaz+4b(y-x?) =0 et C sur (AB)doncy’ =ax’ +b
ax?+x- ab

On obtient donc : X'=- a(ax'+b- x?) + x autrement dit : X'= EEFTR et donc
a

_a2x2+ax- a?b+b+a? _ aix2+ax+b
1+a2 1+a2
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On peut maintenant calculer I'aire de ABC :

A(x) = % or E(Ja2+4b;a¢a2+4b) donc AB = ,/(1+ a?)(az+ 4b)
- 2 - - - 92 2y2 - Y2 _. 092y2 A
CC'{;@X +X-ab- x ax;ax +ax+b- X %20 Jonc

e 1+a? 1+a? g
- - Y2 - Y2 A - Y2
CC'? a(ax+b X );ax+b X9 et donc cC’ = M\/h a2

e 1+a2 1+a2 g 1+ a2

/2 - Y2
Donc A(x) = ( a +4b)(2ax+b X)
/a2

A'(x) = %le(a- 2x) donc lafonction A admet un maximum en x = a/2

_ ) 226
Le point C adonc pour coordonnées 8@;—9
€2 4¢g

S &+4b<0, il ny apasde point d'intersection antre la courbe et ladroite et donc il n'y a
pas de question !
S &@+4b=0aorsA =Betil n'y apasdetriangle ABC.



