Les limites simples de fonctions

Rappels de cours

Pourguoi les limites ?
Une fonction n’est pas toujours définie sur I’ensemble des réels .

Par exemple , la fonction f(x) = 1 n’est pas définie en zéro . On ne peut donc pas calculer f(0)
X

. Mais on a souvent besoin de savoir quel résultat on obtient si on prend des nombres de plus
en plus voisins de 0 . On dit que 1’on détermine la limite de la fonction f quand x tend vers O .

Les limites a retenir

Si x tend vers x" tend vers
1 tend vers Jx tend vers
X
0 e 0 0
+ 00 0 + 00 + 00
— 0 0 Non définie +00 Si N pair
—o0 Si n impair

Pour les sommes , produits et quotients , se référer aux formules du livre .

Si f est définie en a, la limite de f quand x tend vers a est f(a) .

Il faut souvent en plus étudier le signe de f(x) lorsque le dénominateur tend vers 0 pour
conclure si ftend vers —o ou +oo .

Exemple

Etudier la limite de f(x) = X—_; quand x tend vers 2 .
X_

Réponse : x — 1 est défini en 2 donc limx—1=1 ; mais limx—2 =0 donc la limite de f est

—o0 OU +o0 .
Etude du signe de f :

X—2

X—2

X — 00

f(x)

On peut donc conclure :

lim f (x) = —oo car la fonction f est négative au voisinage de 2 par valeurs inférieures

X—2"

(trait ).

lim f (x) =+ car la fonction f est positive dans le voisinage de 2 par valeurs supérieures  (

x—2"

trait )

Les formes indéterminées

Il'y a quatre cas de formes indéterminées :

ox0 — 00+

818

olo
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Asymptotes

Asymptote horizontale d’équationy=asi limf(x) =a

X—0

Asymptote verticale d’équation x = b si IirTbl f(X)=o0
X—>

Exemple
Dans I’exemple précédent , la courbe de la fonction f admet pour asymptote verticale la droite

d’équationx =2 .

Pour lever une indétermination
Il'y a plusieurs méthodes qui sont détaillées en cours ; voici pour rappel la liste de ces
méthodes :

Factoriser par la puissance de x du plus haut degré
Multiplier par le conjugué quand il s’agit de racines
Utiliser le théoreme des gendarmes

Utiliser le nombre dérivé

Limites de fonctions composees

Il faut détailler les raisonnements : c’est plus clair pour le correcteur et il y a moins de risque
de se perdre

Le principe : on cherche la limite de fagon progressive

Exemple

Déterminer la limite en +oode f(X) = v/Xx+3 . On commence par chercher la limite en +oo
de x + 3 puis on cherche la limite de la racine en ce résultat :

lim X + 3= 400 , de plus lim +/u =+o0 donc lim f(x) = +oo

X—>+0 U—+o0

Dans sa téte , mais pas sur le papier , on peut dire v+ oo = +oo
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Exercices
Exercice 1

1) Etudier la limite quand x tend vers 0 de

2X+3
4-X
3) Etudier la limite de x2 - x + 3 quand x tend vers +oo
4) Etudier la limite de VX2 +3-x2+4 quand x tend vers +oo

2) Etudier la limite quand x tend vers 4 de

5) Etudier la limite de LS quand x tend vers +oo
X+

6) Etudier la limite de \/ﬁquand X tend vers +oo

7) Etudier la limite de —x*+3x+1en —oo eten +oo

8) Etudier la limite de 4x®+5x*—1en —oo eten + oo

X2 +4X+2

9) Etudier la limite en chaque borne de 1’ensemble de définition de 1
X —

Exercice 2

f et g sont des fonctions définies sur ]0;+oc[ par f(x) = 2+ iz etgx) = 2- iz :
X X

1) Etudier la limite de fetde gen +oo
2) Interpréter graphiquement ce résultat
3) Tracer dans un méme repére les deux courbes

Exercice 3

Soit f la fonction définie par f(x) = coix

1) Montrer que —izs f(x) siz pour tout x =0
X X

2) En déduire la limite de fen —oo eten +oo

Exercice 4
Pour chaque proposition , trouver des exemples de fonctions f et g
1) lim X o 3) lim1 X _g
X—>420 g(x) X—>+0 g(x)
2) lim——= f(x) = —0 4) lim——= f(x) =-3
X—>40 g(x) X—>420 g(x)
Exercice 5
. . e V4 sinx—1 .
Soit la fonction g définie sur R — {E} par g(x) = . En utilisant la formule du nombre
X_i
2

derive avec une fonction judicieusement choisie , étudier la limite de g en 5
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Donner les limites en + oo et en —oo des fonctions suivantes et en déduire d’éventuelles

Exercice 6
asymptotes

) 10-2 00

3) f(x)=%

4) f(0= ((Zi—:lz))

5 f(X)=+vx2+1-x

6) f(X)=+vx2+2x+5—-x-1

Exercice 7

) f(X)=Vx2+1-/x2+4

8) f(X)=+vx2+1

9) f(x)= \/x +X+4
VAX2—4x +8

10) f (x) = xsin%

X
11) 100 = 2-sinx

12) f(x) = x3(10+cosx)

Donner les limites des fonctions suivantes et en déduire d’éventuelles asymptotes :

1) f(x)=2";l2 en—1eten 2

2 _

2) f(x):w en 1
X2+ X—-2

3) f(x):X—Jrl enl
(x—=2)%(x-1)

9 f0=""2"2ens
X—

Exercice 11

5 f(x)= xcos1 en0
X

5) f()_smx no
1—cosx

X
1-cosx

en0

7N )=

8) f(x)= x en0

Sans calculer la limite , dire si on est dans le cas d’une forme indéterminée :

1) f(x):2x—1+\/§ en +oo
2) f(x)=x*-5x2+3en —oo

3) f(x):\/T+1 en +oo
4) f(X)=2x++/x2+3 en +w
5) f()—X+1en—oo

}

6) f(x)=+/sinx en%



