Corrigé exercices sur la fonction In

Exercice 1

1)

2)

Etude def;
Ona f(X)=xInx sx>0et f,(0)=0 .
Continuitéen O: |i(g(l) xInx =0 par croissance comparée donc |i(g(l) f,(x) = f,(0) etla

fonction est continueen 0

Dérivabilitéen O : Ii(m XX - Igrglnx- -¥ lafonction n'est pas dérivable en O et sa
X X X

courbe présente une tangente verticale au point d abscisse 0
Variations : lafonction f; est dérivable sur ]0;+¥[ .Ona: f'(x) =Inx+1

Ona: Inx+13 0 éguivaut aux lignes suivantes
Inx3 -1

x3 e car lafonction exponentielle est strictement croissante et €"* =

~

On adonc lafonction f; est croissante sur - +¥ et décroissante sur Eb el‘fl

Se 8

Limiteen +¥ : I(!Drr!é xInx = +¥

Etude defy

Ona f,(X) =x(-1+Inx) s x>0et f,(x)=0

Continuitéen O: |i(g(l) X(-1+Inx) = Ii(gré- X+ xInx=0= f,(0) par croissance comparée

donc lafonction est continueen 0
Dérivabilitéen O : |i(g(l)- 1+Inx=-¥ lafonction n'est pas dérivable en 0 mais sa

courbe admet une tangente verticale au point d’'abscisse 0
Variations : lafonction est dérivable sur ]O;+¥[ . Calculons

f,'(X)=-1+Inx+1=Inx >0s x> 1. Lafonction est donc croissante sur [J;+¥[ et
décroissante sur |0;1]

Limiteen +¥ : I(!Drr!é X(-1+Inx) = +¥

Etude def,

f.(X)=x(n-1+Inx) ssx>0et f (0)=0

Continuitéen 0 : |i(g(l) X(n- 1Y +xInx=0= f_(0) par croissance comparée donc la
fonction est continueen 0

Dérivabilitéen O : Iiggn- 1+Inx=-¥ donc lafonction n’est pas dérivable mais sa

courbe admet une tangente verticale au point d’'abscisse 0

Variations : lafonction est dérivable sur |0;+¥[ . Calculons la dérivée :
f.'(X)=n-1+Inx+1=n+InXx

n+Inx3 0 équivaut aux lignes suivantes :

Inx3 -n

x3 e" car lafonction exponentielle est strictement croissante .

Lafonction f, est donc croissante sur [e‘ ¥ [ et décroissante sur JO; € ”J :
Limiteen +¥ : xlérﬂe Xx(n-1+Inx) =+¥

Latangente est horizontale si la dérivée est nulle donc I, a pour abscisse € " et pour
ordonnée € "(n- 1- n)=-¢e". Lespoints |, appartiennent donc ala droite d’ équation
y=-X.
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3) Soit M un point de C, .Cherchons son image M’ par I’homothétie de centre O et de
rapport %
Passons par |’ écriture complexe : on note z I’ affixe de M et Z' I’ affixe de M’

z= x'+iy':iz:£(x+ix(n- 1+Inx)) . Identifions les parties réelles et imaginaires :
e e

x=" et
€
1. ) .
y=X0-1410%) _8XB 14 1n@ Qi nel= x(n- 1+ Inx+1) = X(n+Inx) = £, (X)
e eeé eeg 7/}

Donc M’ est sur Crip

Exercice 2
1) Ona f(x)=xe™ .0Ona f'(x) =€ *(1- 2x?) est du signe de 1 —2x2
lim £,(x) = 1,(0) =0

. 2 . 1 0 2 . ’

lim xe ™ = lim 85 —9( x2e ):O par croissance comparée
X® +¥ X® +¥e X 1]
La courbe admet donc une asymptote horizontale , I’ axe des abscisses .
D’ou letableau :
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X 0 J2 +¥
2
f1(x) J2
/ 2\/5 \
0 0
f(X)- x=xe*- x= x(— 1+e Xz) < 0 donc la courbe est en dessous de ladroited .
Or latangente en au point d’ abscisse 0 est y = x donc d est latangente a C; au point
d abscisse 0
2) Ona f,(x)=x’¢* d'ou: f,'(x)=€*(3x2- 2x*) = x2€ **(3- 2x°) dusignede
3—2x?
I(Eam¥ fo(x) = I(Lm¥1((x2)2e‘ XZ):O par croissance comparée . La courbe admet |’ axe des
X® +: X® +: X
abscisses comme asymptote horizontale .
X 0 3 +¥
2
509 3. [3,3
0 0
Calculons fy(x)- f(X)=xe*(x2- 1) = xe *(x- 1)(x+1) dusignedex —1doncla
courbe C; est audessusde C; s x> 1.
3) f,(¥)=€*(x""- 2x") =x""eX(n- 2x?) .
X 0 \/ﬁ +¥
2
fn(X) ae\/ﬁg”e_;
825
0 0
OnaSy(1; % ). f.@=1e" :% donc toutes les courbes C,, passent par S, .
X e X 60 e X0, 10 1, x
4 X) =expg—c- 1+In—+= .Ona g'(x) =g—=¢- 1+In=F+=zg(X) ==In—g(x) est du
) 9(x) PESS 2o 9'(x) §2% » 2_@9() >IN59(¥)

signede Ing car g(x) >0

Lafonction g est donc croissante si x > 2

LN
®&nd -7 1 . : .
On veut montrer que : §\/; T e 2>= C'est équivaent aux lignes suivantes:
' e

a

n
i
e2g

NS

1
>=
e
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Ny .n
e 2p2>

1
e

ng 1
expc— (- 1+In—=x>=
pc; (- 25 o

g(n) > =
e

org&stcroiswntesix>2etg(2):% doncsix>2,g(x)>%.

sn>2, Snna son ordonnée plus grande que cellede S, .

o1 / ~——_
~

Exercice3

1) Posonsf(x) = In(1+ x) - x . Calculons f' (x)—%- 1——+1 Lafonction f est
X X

donc croissante sur ]-1 ;0[ et décroissante sur ]O,+¥[ . Elle admet donc un maximum
enOetf(0)=0doncf(x) £0 donc In(1+x)Ex s x>-1

N . . 16.1
2) Onposex = 1 d’ou en appliquant la question 1) : Ingi+—9£—
n e Ng N
C'est équivalent aux lignes suivantes :
nlng-i+——£1
Ingi+—9 £lne
e nNg
3+%9 £ e car lafonction In est strictement croissante
e a
3) Posonsg(x) =In (1-x) + x définies x < 1. Alors g'() = ! #1=- X la
- X - X

fonction g est donc croissante sur ] ¥ ;O[ et décroissante sur ]0 ;1[ . Elle admet donc

un maximum en O et g(0) =0donc g(x) £0 et In(1- x) £ - x

On pose x = ﬁ Sin>1,aorsx <1etonpeut appliquer I'inegalité : Ing'i- ﬁ_£_ %
2}

Ce qui équivaut aux lignes suivantes :

- nlna- 393 1
e nNg
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4)

5)

6)

16"

Ingi- —+ 3%1ne
e Ng
16" . .
3- —=+ 3 e carInx est strictement croissante
e nNg
16"
Onaﬁ- ﬁ+ 3 e cequi éguivaut aux lignes suivantes :
a
.- N
leg 3 e
eng
n
&en o +1
9—9 3 e pour tout n. On |’ écrit au rang n + 1 et on obtient : 85“—9 e
en-1lg eng
Cesont les re&sultats obtenus dans les questions 2 et 4
+18' . _.an+18" an+10' an+1g" an+1y
Onag—— fe E(;—— donc¢——= -v,£e-Vv,£¢C * -C do
n g eng eng Eng éng
+1 +1 +16 1
0ge-v, e@HCEL 0 ooy f@HIOL
e ngen a e n gn

) +16
Or on amontré que ?’TQ £edonc O£ e- v, €
g n g n

Par le théoréme des gendarmes, e — v, converge vers 0 et donc (v,) converge vers e



