Corrigé raisonnement par récurrence

Exercice 1

1) u,=14+n devient: u,,, =14+ (n+1) =15+n

n+l

2) 12+22+...+n2=n(n+1)6(2n+1) devient :

124+22+..+n2+(n+1)2=

(n+D[(n+ D) +12(n+1) +1] _ (n+)(n+2)(2n +3)
6 6

3) 1<u, <5 devient:1<u,,, <5

4) 4" +3 multiple de 3 devient : 4™ +3 multiple de 3

5) 2">(n+2)2 devient: 2" > (n+1+2)2 c'est-adire 2" > (n+3)2
6) 10™' - 1 divisible par 9 devient 10" - 1 divisible par 9

Exercice 2
1) 6<a+5<10

2) 1<a<5donc12<2a+10<20et 2/3<+/2a+10<25

3) 1<a<5don03<a+2<7et1<3a—2<13cequidonnei< 1 <1.
13 3a-2
. 3 a+2
Conclusion: — < <
13 3a-2
4) 1<a<5donc4<a+3<8eti<i<E d’ou:-i<-i<-E
8 a+3 4 4 a+3 8
Exercice 3
1) 1 2+2° 3+...+n(n+1):w.

* Pourn=1:1 2=2 et 1(2;(3) =2 donc I’ égalité est vraie pour n = 1.

* (HR):supposonsque 1" 2+2° 3+...+n(n+1):w aurang n.

On vamontrer que cette égalité est vraieaurangn + 1 :
1 242" 3+..+n(n+1) +(n+1)(n +2) =W+(n+1)(n+2) par (HR)

+3]= (n+1)(n+2)(n+3)

1 2+2° 3+...+n(n+1)+(n+1)(n+2):w\énm[n 3

Onabienl’égditéaurangn + 1
n(n+1)(n+2)

= L'égditél” 2+2° 3+...+n(n+1) = 3

est donc vraie pour tout

n>0

2) 10" - 1divisible par 9 pour n>0
= Pourn=1:10-1=9est biendivisible par 9
* (HR) : supposons que 10" - 1 est divisible par 9 au rang n et montrons que
10™* - 1 est divisible par 9
Par I’ hypothése de récurrence 10" - 1= 9k avec k entier relatif
10(10"-1)=90k et 10™ - 1=10(10" - 1) +9 =90k + 9= 9(10k +1) avec
10 k + 1 entier relatif donc 10™" - 1 est divisible par 9
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= Onabien 10" - 1 divisible par 9 pour tout n > 0
3) 2n+1<2" pourn>5
= Pourn=6:2(6)+1=13et2°=64et 13 < 64 donc vrai
* (HR) : supposons que 2n+1< 2" au rang n & montrons que 2n+3< 2™
2n+1<2" par (HR) , gjoutons 2 aux deux membres de I'inégalité
2n+3<2"+2
Orn>5,donc2<2"etonadonc 2n+3<2"+2 < 2"+ 2"
ce qui donne 2n+3<2"(2) =2""
= Onenconclut donc que 2n+1< 2" pour toutn>5

4) 2">(n+2)2 pourn>8
= Pourn=9:2°=512et(9+2)2=121donc on abien 512 > 121
* (HR) : supposons que 2" > (n+2)2 au rang n et montrons que 2™ > (n + 3)2
Ona: 2" >(n+2)2 par (HR) , multiplions par 2
2" > 2(n+ 2)2
On veut donc montrer : 2(n + 2)2> ( n + 3)2 équivalent aux lignes suivantes :
2+4n+4)>n2+6n+9
nP?+2n-1>0
orn>8doncn2+2n—1>0etdonc2™ >2(n+2)2>(n+3)2
*= Onenconclut donc que 2" >(n+2)2 pour toutn>8

Exercice4

Aurangn=0:up=1vra

(HR) : supposons u, = 1 au rang n et montrons que U+ = 1

Un+1 = 4Un—3 =4 (1) —3 =1 par définition delasuite et par (HR)
Donc la suite (un) est constante égale a 1

Exercice5
U=2€Uu1=2U,—3.
Pourn=0:3-2°=2=uydonc vrai aurangn="0
(HR) : supposons que u, = 3 — 2" aul rang n et montrons que Uy = 3—2™*
Par définition : Up+y =2 Un—3
=2(3-2" -3 par (HR)
=3-2(2"
=3_ 2n+1
On en conclut donc que u, = 3 — 2" pour tout n

Exercice 6

Q 2“=2""- 1pour tout n

k=0

Pourn=0:2°=1et2'—1=1donc vrai
n n+l

(HR) : supposons que g 2 =2""- 1 et montrons que g 2" =2"2- 1
k=0 k=0

n+1 n
Ona o} 2k :é 2k+2n+l:2n+l_ 1+2n+l:2' 2n+l_ 1:2n+2_ 1
0

k= k=0
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On adonc bien § 2* =2""- 1 pour tout n
k=0

Exercice7

Pour tout n > 3, montrer que 2" 3 n2

Pourn=4:2*=16 et 42= 16 ; 16 = 16 donc vrai

(HR) : supposons que 2" 2 n2 au rang n et montrons 2"*3 (n+1)2
2"3 n2 , multiplions par 2

2"t 3 2n2

Montronsque: 22> (n+ 1)2 cette inégalité équivaente a
n2-2n-1>0, or n> 3 donc cette inégalité est vraie

On adonc bien 23 2n23 (n+1)2

On peut donc conclure que pour tout n> 3, 2" 3 n2

Exercice 8

1- 3+5-7+...+(2n- D(-D"*  =n(- D"*

Pourn=1:1=1(- 1)°=1 vrai

(HR) : supposons 1- 3+5- 7+...+(2n- D(- D" =n(- D™ " au rang n et montrons que
1- 3+5- 7+...+(2n+)(- D" = (n+D(- 1"

Ona:1-3+5- 7+..+(2n+1)(-)" =1- 3+..+(2n- (- D" " +(2n+1(- )"
=nC-)"+@2n+D-D"=C-D"'(n- 2n-D=(-D"'(-n- 1) =(-D"(n+1)

On peut donc conclure que I’ égalité est vraie pour tout n > 0

Exercice9

n n "2
k=882

k=1 ek=1 g
Pourn=1:1°=1%vrai

n+1 +1 "2

n n .2
(HR) : supposons g k° = Saé k2 aurang n et montrons 3 k* =¢a k2
<

k=1 €k=1 @ k=1 @
n+1 n n "2
aK =g kK+(n+1° :8&3_ k2 +(n+1)°
k=1 k=1 €k=1 4

.. 2 2
Maintenant , développons ga k2 = ga k+(n +1)— = ga k2 + 2(n+1)a k+(n+1)?
€k=1 @ €k=1 g e€ek=1 @ =1
& ( ) & & o
—gak +2(n+)——+(n +1)2—gak +(n+D)An+1) = gak +(n+1)° —a k®
€k=1 g €k=1 @ €k=1 g k=1
L’ égalité est donc vraie pour tout n > 0

Exercice 10

Pour n=0, 0 est bien un multiple de 3

(HR) :supposons n®—n = 3k avec k entier relatif et montronsque (n+1)3—(n+1)
multiple de 3
Ona:(N+1)°-n-1=n*-n+3m+3n=3k+3(M+n)=3(k+m+n)aveck+n+n
entier relatif donc (n+1)3—(n+1) multiplede3.
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On abien n* — n multiple de 3 pour tout n

Exercice 11

Pour n=0, vra car O multiplede 5

(HR) supposons que n° —n = 5 k avec k entier relatif
(n+1)°—n-1=r’-n+5n"+10n*+ 10+ 5n =5 (k + n* + 2n* + 22 + n ) multiple de
5

On en conclut que n° —n est un multiple de 5 pour tout n

Exercice 12

Puisgu’ on demande une conjecture , testons |” expression pour quelques valeurs de n et
essayons de trouver un point commun aux résultats

n=0:5"-2=1-1=0

n=1:5-2=3

n=2:25-4=21

n=3:125-8=117

Tous les résultats son des multiples de 3

On va montrer par récurrence que 5" — 2" est un multiple de 3 pour tout n entier naturel
Les calculs précédents montrent que la proposition est vraie pour n =0

(HR) supposons 5" — 2" = 3k avec k entier relatif

Alors:

5. 2™ =5 5" 27 2"=(3+2)" 5"- 2" 2"=3"5"+2(5"- 2")=3" 5" +6k =3(5" + 2Kk)
qui est bien un multiple de 3

Donc 5" —2" est un multiple de 3 pour tout n entier naturel



