Variations, majoration et minoration de suites

Variations de suites

On dit qu’ une suite (uy) est constante a partir du rang np Si pour tout entier n 3 g @ Un+1 = Un.

Une suite (un) est croissante a partir du rang no, i pour tout entier n 3 No, Un+1 3 Up.
Une suite (un) est décroissante a partir du rang no, Si pour tout entier n 3 ng, Up+a £ Un.

Une suite qui est soit croissante, soit décroissante est dite monotone.

Exemple

Etudier les variations de la suite (u,) définie par up =5 €t Un1 = 3 + U
Cdculons: Un+1-Un=3+ Up-Un=3>0

Lasuite est donc croissante

Remarque

Lorsgue la suite est strictement positive, on peut également regarder si Uit g Supérieur ou
un

inférieur a 1.

Il est important de bien connaitre la définition : f est croissante s a< b entraine f(a) < f(b)
Le raisonnement n’est pas le méme s lafonction f est monotone ou non.

Exemple 1
Soit la suite u, = \/ﬁ- 3. Etudier les variations de cette suite

. . 1 . .
Soit lafonction f(x) = +/x - 3 alorsf’(x) = T > 0 donc lafonction f est croissante
X
Voici le point de rédaction le plus important alors attention :
Onan<n+1,orf est croissante donc f(n) < f (n + 1) donc u, < up.1 €t lasuite (u,) est
croissante

Exemple 2
Soit la suite u, = n+4 7 . Etudier les variations de cette suite
n
2 - 2 -
Soit f(x) = x+ dorsf’(x) = 1- 12 :16x +16x 8:4x +4x- 2
4x + 2 (4x+ 2)? (4x+ 2)? (2x+1)?
U- 1- - é
Etudions le signe de ladéivée: D =48 doncf’(x) <0 sur 12\/‘;’; 142_\/§é,fn’est pas
a é
monotone.
Calculons Un+1 - Un =
ne14 3 n- 3 _(4n+6)(4n+2)+3(4n+2)- 3(4n+6) _ 16n%+32n _ ArP+8n
an+6 an+2 (4n+6)(4n+2) (4n+6)(4n+2) (2n+3)(2n+1)
___4nn+2) , 0 car n est un entier naturel
(2n+3)(2n+1)

Donc la suite (un) est croissante.
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Le principe est le méme que précédemment, et il faut bien soigner la rédaction car on doit
souvent utiliser un raisonnement par récurrence

Exemple
Soit la suite (un) définie par up = 6 et un1 = /U, + 2 . Etudier les variations de cette suite.

Soit lafonction f(x) = /x+2 . Alorsf’(x) = >0 :lafonction f est donc croissante

1
24 X+2
sx>0

On montre tres vite (par récurrence) que u, >0

Nous allons montrer par récurrence que la suite (u,) est décroissante
Initialisation: Uy =6 et u; = 242 donc uo ® Uy

Hérédité : (HR) supposons up 3 Unsg au rang n

Puisque f est croissante, dorsf (up) 3 f (Un+1)

Donc Un+1 3 Uns2

On en conclut que u, 3 Une1 pour tout n

La suite (uy) est donc croissante

Majoration, minoration

Une suite (un) est majorée a partir du rang ng ; S'il existe un réel M tel que pour tout entier
ns nyu, £M

Une suite (un) est minorée a partir du rang no, S'il existe un réel m tel que pour tout entier
3 Np Uy 2 m.

Une suite qui est alafois majorée et minorée est dite bornée

n

Exercices
Exercicel
Etudier les variations des suites suivantes :
1) unzi 8 u.,=2u eu=1
n 9 81
2) u,=+3n+1 ) th=a 5N
2n-1 -
3 u,= 0)y, =1 3 -1
n+4 2 4 2n
4 u = 1 1) u, =n- 2n2- n
1+ n2 8
5) u, = nl 12) Upnip :un2 et Uy :$
6) U, =u,-3etu=0 13) u, =2n+snn
7) U,,=-=U etu=1




Variations, majoration et minoration de suites

Exercice 2

L es suites suivantes sont-elles majorées, minorées ? Justifier

Ao
35
2) u,=59n(5n+1)- 3
_n?+1

" n2+5

1) u,= 8

3)

n

Exercice3
: . e 1
Soit la suite (un) définiepar up=1et u,,, =u, +—
un
1) Montrer par récurrence que U, 2 0 pour tout n
2) En déduire que la suite est croissante

Exercice4
. . i u+1
Soit la suite (u,) définiepar up=1et u.,, = ”+ 3
un

1) Montrer par récurrenceque: - 1+~/2 £u_ £1
2) Prouver que la suite est décroissante

Exercice5

3n+1
u, =
n+1

4)

Soit la suite (un) définie par u, = gn—? pour tout n. Montrer de deux fagons différentes que
n -

cette suite est majorée par g

Coup de pouce : une des méthodes utilise une fonction !

Exercice 6
+3

Soit les suites (Ur) et (v) définies par u_ :Zn”— etv

+1

Montrer que la suite (un) est bornée par 2 et 3
Montrer que la suite (v,) est bornée par 0,5 et 0,6.

Exercice 7
Montrer que les suites sont bornées :

1) l'In+l

_(-D"n+cosn
1+n

2)

n

Exercice 8

Etudier les suites (variations, majoration, minoration .

1) u=—+—
) U=

30n
u, =
25+ n2

2)

n

u +2

n

;un +3 et up =5, minorant : 0,5 et mgjorant : 5

)



