Corrigé convergence de suites

Exercice 1

un+1:%un+3 etup=-2

1) Initialisation: - 2< 6 doncvra aurangn =0
Hérédité : supposons u, £6 aurang n

Alors: %un+3£%’ 6+3 donc u,,, £3

n+l

Donc u, £6 pour tout n

2) Cdculonsu,,, - u, =3- %un >04d u, £6 donc lasuite est croissante

3) Lasuite (un) est croissante majorée par 6 donc elle converge

gy Yo = o 6 %-8 _1 jonclasite (V) est géométrique de raison 1
A u,-6 2u,-6) 2 2
o 1
8(;—— d'ou u, =v, +6—-8(;—+ +6.0r Ilmg—— =0 car‘ <1 donc
n®+¥e 1] 2
lim u, —6
n® +¥
Exercice 2
unﬂ:gq/Hun etu=0
1) Initialisation: vrai aurangn =0 car g£0£1
Hérédité:wpposons%Eu,ﬁlaurangn
Alors\/_ 2 u, +1£2
Et_ 2+2 50 ££
D'ou: 2£un+l£g
8 2

. JN2+2 .
Ce qui donne:: == —=£u,, £1 . Or 2++/23 2 donc 4/2++/2 3 /2 et onabien
££un+l£1
2

J2

Donc > £u, £1 pour tout n

(1+u,)-2u2 _ - 2u 24y +1

\/_,/1+u +U, 1/1+u +U,

dénominateur est posmf . Etudionsle sugne du numérateur : D=9 donc

2) Cdculonsu,,, - u, =

n

. Par laquestion 1) , le
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3)

5 1.0 . : .
- 2u.2+u,+13 0 sur g- E;lﬁ et donc par laquestion 1) , la suite est croissante .

Lasuite est croissante et majorée par 1 donc €lle est convergente .
&ep 0

On vamontrer par récurrence que U, = COSCo
]

Initialisation : cos% =0=u, donc vrai pour lerangn =10

0aurangn

n+l .

Hérédité : supposons u, —cos(;

Alors 1+cos§ef+lc:’ 1+2c08288%9-1 J2cos E)+29
@2 e2 e2

par laformule cos (2a) =2coa-1
&ep 0

Donc U = Q\/Ecoaiiiz 9_ COS(;2n+2 -

Et donc u, = cosgz E+19

pour tout n

LN+l

lim 2 —nmp89—19 :Ocar‘;

<ldonc limu, =1
n® +¥ 2n+1 n® +¥ ﬂ

n® +¥

Exercice3

l'In+1

1)

2)

e
; u, +2—etuo—4

U, g
Montrons le par récurrence : initialisation , vrai pour n=0car 3<4
Hérédité : (HR) supposons 3£ u, aurang n ( la minoration directe comme

précédemment ne fonctionne pasici car I’ inverse 9/u, donne une majoration et on ne
peut rien conclure)

96
Alorsposons f(x) = =cx+—=,onobtientf '(x) = =¢l- —==— x 3)x+3
posons 1) = 2 &+>2 00= 58 2= (- Yx+3

Lafonction est donc crmssantes x>3 etf(3) =3
Or par (HR) 3£u, doncf(3) £ f(u,)donc 3£u,,,
Onadonc 3£ u, pour tout n

Montrons par récurrence que la suite est décroissante

Initialisation: up =4 et u; = % <4 donc up > uy : vrai pour les deux premiers termes

Hérédité : (HR) supposons u,, 3 u,,, aurangn
D’ apreslaquestion 1, puisque f est croissante: f(u,)® f(u,,,) edoncu., 3 u.,,
Onadonc u, 2 u,,, pour tout n

La suite est donc décroissante , minorée par 3 donc elle converge . Posons m salimite..
Lafonction f est continue car somme d’ un polyndme et d’ une fonction rationnelle
donc en utilisant le théoréme du point fixe on a: m = f(m) d’'ou arésoudre :
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E(i;aem+29: m cest-a-dire: - m?+9=0 donc m = 3 car |asuite etant positive, sa
e Mg

limite ne peut pas étre égale a— 3 . La suite converge donc vers 3

Exercice 4

> 1 1
U, =U"+=etlug= =
n+1 8 0 2

1) u>0etu’ +% >0 donc lasuite (uy) est positive
Montrons que la suite (uy,) est décroissante : vrai pour les deux premierstermes.
Posons f(x) = x2+% alorsf’(x) =2x etf est croissantesi x > 0.
Supposons que u, 2 u,,, dors f(u,)® f(u,,,) caru,>0etdoncu,,, 3 u.,,
Onadonc u, 3 u,,, pour tout n et lasuite est bien décroissante
La suite est décroissante minorée par 0 donc elle converge .

2) Puisgue la suite converge et que f est continue car polynéme , on peut utiliser le
théoréme du point fixe . Posons m lalimite de la suite (u,) . Alors: m?- m+% =0.

1. V2
Calculons lesracines : D:% egm = 22 = 2'4\/5 oum’ = 2++2 . Lasuite
. +
étant positive, onam = 2 4\/5 :
Exercice5
3+2u
= Loetu=-
n+l 2+ un 0

1) Initiaisation: u;=1>0
Hérédité : ( HR) supposons u, > 0 au rang n
Alors u,,, = EAELNN 0

2+u,

Donc u, > 0 pour tout n

2) Posonsf(x) = 3+2x alorsf’(x) = >0 donc lafonction f est croissante .

2+X (2+ x)?
3+23 _ (3+2/3)2- V3)
Deplus: f{V3)= = =6++/3- 6=+/3
P ( ) 2+4/3 1

Montrons par récurrence que la suite (U,) est majorée par /3
Initialisation : up < /3
Hérédité : (HR) supposons u_ £+/3aurangn.
Alors puisque f est croissanteona: f(u, )£ f (\/§) dotiu,, £+/3
Donc u, £+/3 pour tout n

3) Montrons par récurrence que la suite (un) est croissante :

Initialisation: up<uycar—1<1
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Hérédité : (HR) supposons u, £u,,, aurang n
Puisque par laquestion 2, f est croissante aors: f(u,) £ f(u,,,) e u.,, £u.,,
Donc u, £ u,,, pour tout n et la suite est croissante
3t 3
gy Yer U V3. 0B 24U, 7 UV 3- 203+ (2- VBl U+ VB
Vo U, *tV3 u -3 32 =y -3 3+2Y3+(2+43h, u, -3

2+u,

- IE@ Y Bru, 0,8 2B o
2+\/_ 2\/§ 0 u-x/é 2443 By, u,-43 V342

La suite est donc géométrique et v, = \/égz \/§)2 Q-- —( 3+1)2(2 \/5)2

Or I|m(2 \/_)2 =0 car |2- @|<1 donc lim v, =0
n® +¥

n® +¥

On sait que v, = 0~ V3 donc un:M etdonc limu_=+/3
u, +\/_ v. -1 n® +¥
Exercice 6
U+l:4-ietUo:2.
u

n

1) Onvatracer lacourbe de lafonction f(x) = 4- 3 et ladroite d’ équationy = x .
X

A

Ensuite on placeup =2 . On

trouve u; en cherchant I'image
/ de 2 par lafonction f ( trait vert

7 ) : on obtient cette valeur en
) ordonnée . On reporte sur I’ axe

| des abscisses en utilisant la
| premiére bissectrice : on porte
\ cette valeur sur ladroite
! d équationy = x (trait bleu) et
| on descend sur |’ axe des
\ abscisses ( trait rouge) .
| Ensuite, on reproduit la méme
| méthode ( traits jaunes) : ici ,
‘ pour desraisons de place, le
\ schéma est réduit maisil faut
q bien respecter I’ unité de
I’ énoncé , donnée pour faciliter

la construction .
2) Onvamontrer par récurrence: 2£u, £3

Initialisation: 2£u, £3 car up =2
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Hérédité : (HR) on suppose 2£u, £3 aurang n

Alorsi£i£1 et - §£-3£-1
3 2 2

n un
Donc4-§£4-§£4-1et2£§£un+1£3
2 u, 2
Onabien 2£u, £3 pour tout n .
- 2 - - - -
Calculonsun+l-un:4-i-un: U +4u,- 3 _ - (Uy- Db, 3)>Ocar
u u u

n n n

2£u, £3 donc lasuite est croissante
Lasuite est croissante et majorée par 3 donc elle converge

3) Lasuite converge et lafonction f est continue comme fonction rationnelle donc on
peut appliquer le théoreme du point fixe . Soit m lalimite de la suite .
Alorsf(m) =md'ou arésoudre: 4- 3- m c'est-a-dire: m?2- 4m+3=0 ou

m
(m- 3)(m-12) =0 .1l yadonc deux réponses possibles: m=1oum=3
Or 2£ m£ 3 par laquestion précédente doncm=3.
Exercice7
1) Faux: lim 1 =0 et I|mcosa 1 donc lim cosi =1
n®+ n+1 n® +¥ n+1

2) a) faux : (unvn) est une suite croissante
UpiVia - UV, = un+1( e~ Y, ) + UpigVy - UV, = un+1( n+l - Vn) +Vn (un+1 - un) <0
b) fauxcar u ,, +Vv.,,- U -V, =U_, - U +V . -V :0N"nepeut pasdéerminerle
signe
Ofax:u=—— >0ev = >0e lim—> =0

n+1 nz+1 ne+¥ (n+1)(n2+1)
2+
d) faux : u, —£+2 etv =- i+2 adorsu, +v, —4+£- 1_4n+n-1 et cette
n n? n n2 n2
suite est décroissante ( éudier la fonction associée)
e) faux : u, —3+E C'est une suite décroissante et u, 2 1 mais I(ljrr!éu =3
n n® +:
3) faux:u, =- 1
n
4) vrai : (up) tend versO
5) faux: u—u-lnetllmu -¥
2 n® +¥
snn . :
6) faux: u, =—— change de signe mais tend vers O ( th des gendarmes)
n
7) vrai ( récurrence avec lafonction associée)
8) a) faux: u,=snn diverge, v, = 2+E >1>dnn et tend vers 2 donc converge
n

b) vrai : un majorant de v, est aussi un majorant de uj
c)vra i un<Vy<\Vp.
d) vrai : soit m lalimite de la suite (vy) , dors v 1 ]m- am+ a[ etdonc u, £Em+a
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1
e)faux: u,=-netv, ==
n

9) faux: u,=(-2)

10) faux : u, =3- %

Exercice 8
Partie A
1) On sait que lasuite est croissante, donc puisque n3 n, aors u, 3 u, 3 M

2) Onadonc pour toutn, u, 1 [M ;+¥[ et donc IJD”L u, =+¥

3) Toute suite croissante non majorée tend vers + ¥

Partie B
1) Faux: u, =ncosn n'apasdelimite mais n’est pas majorée

2) Faux: u, =3- 1 tend vers 3
n
3) Vrai: par définition, s lim u_ =+¥ alorspour toutréel M ,onau_1 [M ;+¥[ et

n® +¥
donc pour tout M , u,3 M, et lasuite n’ est pas majorée

4) Faux: u,, =3" et u,, =2"

Exercice9

. . v 2
1) Vrai: v, 3 u, donc v, 23 uVv, etdoncpuisqueu,>0,0na: UL3 v,%u, .Or
n
. L S . v?
lim u, =+¥ donc par le théoreme de mgjoration, lim —— =+¥
n® +¥ ne+¥ U

2) Faux:u,=n+letv,=n2+1



